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STETIGKEIT - ALTES KONZEPT IN NEUEM CEWAND 2

1. EINLEITUNG

‘Stetigkeit’ ist ein didaktisch besonders reizvolles Thema. In iha tritt die
(durchaus nicht seltene) Diskrepanz zwischen dem fachdidaktischen Anspruch
cinerseits und der Schulwirklichkelt andererseits in besonders krasser Fora zu
Tage. Lafang und Inhalt des in den Lehrbiichern Cebotenen findet - wenn ich seine
(sehr) personlichen Erfahrungen verallgemeinere - allzuoft nicht die (volle) Zu-
stisanung der Lehrer und Schiller. veshalb ist das so ?

Yiellelcht deshalb,

* weil 'Stetigkeit’ als “theoretischer”™ Begriff glit, der bloB8 (?) einer "Exak-
tifizierung®™ von "an sich vollig Klarea™ gilt, oder - noch schliamer - durch
diese "Exaktifizierung” erst unanschaullich und kompliziert wird ?

* weil sich daraus kaum "schine” Beispiele (mit zwelmal unterstreichbaren Er-

gebnissen) zismern lassen ?
¢ wcil meist die Zeit dringt, “Wichtigeres” durchgcnoasen werden au ?

Zeeck dieses Vortrages ist os, zu diesen drei hiéufig gehdrten Einvinden Stel-
lung zu nchaen. Als Mittel zua Zweck dient ein konkreter Loehrgang in einem lLehr-
buch (Ll)l). Anhand dor Analysc scines Aulbaucs soll verdeutlicht werden, daf
- w¢ie so oft - im Grunde verschicdene Mcinungen iber den Sinn und Zveck eincs
solchen Lehrganges, in letzter Konsequenz aber der Bildungsauftrag des Mathega-
tikunterrichtes und seine Bezliehungen zur Fachwissenschaft Mathesatik zur Dis-
kussion stchen.

2. UNAUFFALLICE UND AUFFNLLICE (UN-)STETICKEIT

Es ist wunbestritten, daB ’Stetigkeit®' in der Analysis cine zcntrale Rolic
s«i2lt.  Vicle «ichtige Sidtze fordern in ihren Yoraussctzungen ‘Stetigkeit’. In-
sofern dient ‘Stetigkeit’ nicht so schr dor "Beschreibung”™ von Situationen
("ig. 1), sondern vielmehr der Absicherung der Wirksamkeit cathematischer Ver-
fahren und des Ciltigkeitsbereiches mathematischer Sitze. Z.8. ist 'Stetigkeit’

der Carant dafir, da3 das als ‘Bi.dres Suchen® bekannte Nidhe. ..:gsverfahren zo.

) Es wure vorteilhaft, beim Lesen dieses Artikels diesea Text zur Yerfipgung zu

haben. Es kann kostenlos beim Yerlag berzogen werden.
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Fig. 1

Losen von Cleichungen “funktioniert”, oder da3 der 'Zwischensertsatz' gilt. So
geschen ist ’'Stetigkeit’ ein innermathematischer Begriff von - zunachst - eher
theoretischer Bedeutung. Eingedenk des Mottos: “Nichts ist so praktisch wie eine
gute Theorie”™ braucht man jedoch nach den - mehr oder weniger auffaltigen -

praktischen Konsequenzen nicht lange suchen.

Schon immer haben wir uns =~ bewuBt oder unbewut - beia Rechnen mit den

Grundrechnungsarten der Stetigkeit dieser Operationen bedient !

Zun Beispiel verwenden wir beim ‘Uberschldgigen Multiplizieren® zweier Za...en
a und b die Tatsache, daB eine (geniigend) “kleine”™ Anderung eines Faktors eine
(beliebig) "kleine” Ungenauigkeit beim ¥Wert des Produktes c nach sich zieht. Ce-
nauer: In der Cleichung (a + Aa).(b + Ab) = ¢ + Ac geht der 'Fehler’' Ac ge-
gen null, wenn nur die ‘Fehler’ Aa und ADb der Faktoren gegen null gehen. Sol-
che Aussagen und daraus resultiercnde Verfahren zur Abschiatzung der ‘Fehler® und

.'Fehlerfortpflanzung’ sind ohne Bezugnahme auf 'Stetigkeit' undenkbar.

Schon immer haben wir uns - bewuBt oder unbewult - beis Zeichnen voa Funk-

tionsgraphen auf die Stetigkeit der Funktion gestutzt !

Anders als bei den CGrundrechnungsarten darf ean sich hier jedoch aicht
"blind” auf die Stetigkeit verlassen. Bosonders deutlich wird dies teix Einsatz

des Computers zum Erstellen von Funktionsgrafiken:

2) Entnommen L2.
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sotrachten wir das folgende, auf einem Matrixdrucker erstelite Bild (Fig. 2).

p

Fs soll ein Stuck des Graphen von
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Erstens fallt auf, daB der Graph dieser rationalen Funktion 'Spitzen’ zeigt.
Das hatten wir nicht erwartet ' Zeichnel man den Graphen mit einer anderca
"schrittweite™, so verandern die 'Spitzen’ ihre lLage. Irgendectwas kann da nicht

sticmen !

Zwecitens fallt auf, daR die aus der Grafik ablesbaren Naherungswerte x! = 0,1
und X, = ! fir die Nullstellen einer Probe nicht standhalten: f(xl) = 4,05 und
f(xz) ist sogar unbestimmt !

Der Crund fir die fehlerhafte Darstellung des Craphen und seiner Nullstellen
ist ein prinzipieller ! Das im Computerprogramm verwendete - dem "handischen”
Zcichnen nachgeahmte - Verfahren, welches im gowinschten Intervall [a.b] der
Reihe nach an den Stellen a, a+ Ax. a+2.Ax, ..., b-Ax, b die Funktionswerte
terechnet und “aufcinanderfolgende” Punkte (durch "Strecken”) verbindet, ist -
zumindest in diesem Fall - wunangebracht ! Fine solche Yorgangsweise setzt
ndmlich voraus, daf die im Zuge der Rechnung Taufeinanderfolgenden”
Argunentwerte xo-Ax und X, "benachbarte”™ Kurvenpunkte ansprechen. Mit andercn
¥»orten: Eine solche Yorgangsweise setzt voraus, daf sich der Funktionsgraph ba-
lieaig genau durch ein Polygon ersetzen laft. Dics ist offensichtliica - man ver-
gloiche Fig. 3 - "in der N3he” von x, (wegen der Polstelle bei x=0) nicht dor

1

Fall. Nicht so “offensichtiich™ ist die ‘Definitionslicke’ bei x2: sie wird

dirchy die Verbindungsstrecke eines knapp vor mit eincs knapp hinter der Defini-

ticnslicke liegenden Kurvenpunkt “verdeckt”.
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Drittens fallt - spitestens bei einer genaueren Betrachtung "circh die Lupe”
auf, daB dic im Prinzip "fadenformigen” Verbindungsstrecken "au.cinanderfolgen-
dar” Punkte durch ein "Muster aus diskret liegcnden Punkten” dargestellt werden.

Der nakroskopisch stetige Eindruck wird durch einen mikroskopisch unstatlizen

Graphen vermittelt. Dies ist kein Problea, welches man ctwa durch kleinere
Schrittwciten beim Plotten aus der Welt schaffen kdnnte. Der digitale Ccaputer
kennt kein Dichtheits- und VYollstdndigkeitsaxiom im Ublichea Sinn, also auch

nicht 'Stetigkeit’ ! Hier liegt ein Problea prinzipicller Natur vor, welches an

dic philosophischen Wurzeln der zugrundaegelegten Weltsicht samt deor daraus er-
wachsenden Modellierung der “Realitdt”™ mit wissenschaltstechnischen Mil. ln
rihrt. ‘Stetigkeit’ ist wie 'Dichtheit’ oder wie 'Yollstandigkeit' eine garz
entscheidende Idealisierung, mit anderen Worten: Eine grundlegende ldeec daor
Mathematik ! Im Sinn von J. BRUNER sollte daher 'Stetigkeit’ ein unverzichttarer
Bestandteil jedes Mathematikunterrichtes sein ! Aber in welcher Fora ? In
«elcher Einkleidung ? Auf welcher Stufe formaler Abstraktion und Exaktifizie -

rung ?

3. CIBT ES EINEN KONICSWEC ZUM BECRIFF 'STETICKEIT® ?

{n vielen Analysislehrbiichern findet man eine Definition der ‘Stetigkeit’ von

Funktionen - wie z.B. die folgende:

f:R—R ist stetig bei x . falls fir alle &30 ein §>0 existiert, socal
Ix - x°|<£ ==> [ f(x)= f{x )I<E

boreits auf einer der ersten Seiten. Dadurch wird zwar unibersehbar ausgedruckt,
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dad "Stetigkeit’ grundlepend ist., aber eben nur “grundlegend” tur dic Errichtung
dos  theooretischen Gebidudes “Analysis’ im Sinn einer "Yoraussetzung”™. Aullorden
wird ‘Stetigkeit’ in diesen lehrgingen allzuoft bhereits als fertiger, vorfabri-
zierter formaler Begriff zur Verfigung gestellt. Im Sinn von J.BRUNER mussen

4ir jedoch mehr vcrldngen.— die EFntwicklung eines Verstidndnisses, etwz durch die

Beschaftigung mit folgenden Fragen:

[st cine Formalisicrung - wie z.B. die obige - Uberhaupl notig, macht sie die

grundlegende ldee deutlicher ?

Blickt man in die Ceschichte der Mathematik vuriick, so war bis zum Beginn des
19. Jahrhunderts ‘Stetigkeit’ kcine von der Funktion "abgetrennte™ Eigenschaft.
Seibst CAUSS verwendete bein Bewels des beriuhmten Fundamentalsatzes der Algebra

den Z<ischenwertsatz {und damit 'Stetigkeit’') rein anschaulich.

Ist die Prazisierung des Begriffes 'Stetigkeit’ in der obigen Form die einzig
(sinnvoll) mogliche ?

Blickt man in die Fachliteratur, so findet man eine Yieclzahl von Definitionan

7y Stichwort 'Stetigkeit’, z.B.:

* [:R—R heidt stetig bei LI falls fur jede Folge <xn>. xne[a.bl. die gegen
X, konverglert, die Folge der Funktionswerte <f(xn)> gegen f(xo) konvergiert,
dh., f:R—R heiBt stetig bei X, <=3 ¥ x>, xne[a.bl. %Lﬂcfn = x gilt:

Aggaf(xn) = f(xo).

+ f:R-»R heilt stetig bei X, falls zu jeder Umgebung U(f(XOD eine Umgebu:g
V(xo) existiert mit f(V)c U,
dh., ¥ U(f(x ) ==> 3 Vix ): f(V)eu.

t f:[a,b}]—=R heiBit Uberall stetig <==> f bei jedenm X € [a.b] stetig.

£ f heiBt auf [a.b] gleichmdBig stetig <==> ¥ x'.x' "€ [a,b] gilt:
¥e>0 ==> 3550 : |x' - x"T1C 8 == [f(x") - f(x"")|C E .

* Eine Funktion g:=(x->g(x).7) heiBt global-Lipschitz-stetig genau dann. wecnn
eine nur von g abhiangige Konstante L e R* existiert, soda3 gilt:

fg(x) - gly)] £L.|x - y| fur alle x.y e ],

t Fine M2nge (fi} von Funktionen heift gleichgradig stetig bei X, {==>
Jedes fie{fi} ist stetig bei X,

r Die Yenpe {fi} hei3t (uberall) gleichgradig stetie <(==> Jedes fiist bei

X stetig.
o e
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In  den Mathemalikuaterricht haben hicrzutande (bisher) “nur”™ die ¢ .lea d-oei
pefinitionen Eingang gefunden. Der Crund dafir aug darin liegen, daR die anderen
Definitionen als "VYerschiarfungen™ des "gewdhnlichen Stetigkeitsbegriffes™ Funk-
Lionseiggnschaften fordern, die nur wenige Funktion(enklass)ens besitzen. Lepo-
xehrt sind gerade diese Funktion(enklass)en wiederua durch ihre - iber das “ge-
wohnliche MaB™ hinausreichenden - Stetigkeitseigenschaften “ausgezeichnet”™. So
stelit z.B. die LIPSCHITZ-Bedingung lg(x)-g(y)] £ L.|x-yl, welche ausgedrickt
in & und § die Cestalt ¢ £ L. § hat, die Fordecrung nach dirckter Proportionali-
tit zewischen & und § dar. Dicse Forderung geht offensichtiich uber den in der
"gewohnlichen™ Definition geforderten, nicht ndaher spezifizierten Zusazaenhang
hinaus., und kennzelchnet so die sog. 'gutartigen Funktionen'. Mit deren Hilfe
148t sich - analog zur "gewdhnlichen™ Analysis - eine “vereinfachte Analysis”

aufbauen (vgl. L3).

Bleiben wir jedoch bei den iiblichen Definitionen. Naheliegend ist die Frage,

welche von ihnen die "beste” sei ?

wie H.-C. REICHEL (1L4) diberzecugend dargelegt hat, verdndert sich ein “8e-
griff® durch seine Formalisierung. Mit anderen Worten: Man erhalt unter Lzstan-
den wmehrere formale Begriffe, welche die urspringliche ldee in verschiedener
Wcise faRbar wund handhabbar machen. Das in Fig. | widergegebiane Bilc sacht den
(Un-)Stetigkeitsbegriff lelcht auffaRbar, aber in kciner Weise handhabbar. Lege-
kehrt zeigt die Eigenschaft: Ac —0. falls Aa. Ab—-0 in der Fehlerabschit-
zung bei den Grundrechnungsarten deutlich den Handhabungsaspekt des forealen
Stetigkeitsbegriffes, entbehrt aber weitgehend der optischen Suggestion von
Fig. 1.

Fir den Begriff ’'Stetigkeit’' muf man feststellen, dafl die erste Definition
("Folgendefinition™) und die zweite Definition ("Uzmgebungsdefinition”) Agquiva-
lent sind. Dariber hinaus lasscn sich beide Definitionen ia wesentlichen gleich-
gut fir Anwendungen in belicbigen topologischen Raumen auf ‘Netze' (als Verall-
gemeinerung von ‘Folgen') und auf 'Filter' (als Verallgemeinerung von ‘Lzgebun-
gen') ausdehnen, wobei "die Thecorie der Filter einen ait der Theorie der Netze
in gewissem Sinn ‘dquivalenten’ Rahamen {ir dic Behandlung von Konvergenz-Protle-
mcn darstellt™ (vgl. LS, S. 220f). Die Fachwissenschaft trifft also keine Ent-
scheidung. welche der beiden Definitionen "besser”™ ist., es sci do.n ran sagt. uo
man den Begriff speziell einsetzen «ill: So "bieten Filter in der Topologie ecit
rehr und tiefere Anvendungsmoglichkeiten” ... "in der Analysis sind oft eiziar
Netze besser™ (vgl. L5, S. 222).
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Da also die Entscheidung fiir die cinc oder andere pDefinition nicht unter Be-
rutung auf die Facheissenschaft erfolgen kann, fillt sic letztlich auf didakti-
<chor Ebenc. VWie auch immer - es kann nicht damit getan scin, eine bestimnte
Definition von '‘Stetigkeit’ zu Achren ! l.etztlich ist nicht der Wortlaul der
pefinition das Wesentliche am Bildungsauftrag des Mathematikunterrichtes, son-
dorn die Entstechungsgeschichte eben dicscs Wortlautes als cinc formale Prazisice-
rung einer GCrundidee. Dabei gilt es Fiahigkeiten wic die gecometrisch/verbale und
die verbal/formale Ubersetzungsqualifikation, exaktes Agieren und Argunentieren

sowic kritisches Denken zu schulen, ohne dabei auf die Festigung grundlegender
Fertigkeiten wund den Anvendungsbezug zu vergessen. Wenn man so will, geht es -

um ein Modevorl zu gebrauchen - darum, den Begriff 'Stet.zkeit’ einer projekt-

haften Bearbeitung zuzufdhren:

4. ALTES KONZEPT IN NEUEM CEWAND ?

lm hier besprochenen Lehrgang (L1) wurde konsequent versucht, den obigen -
die Anliegen des neuen l.ehrplanes vorwvegnchmenden - Ansprichen gerecht zu wer-
den. Um dem Lehrer cinen breiten inhaltlichen wie zecitlichen Spielraun zu bic-
ten, wurde der Lehrgang modular, d.h. dem "Baukastenprinzip”™ entsprechend, k.-
zipiert. la folgenden wird unter Beczugnahme auf das Inhaltsverzeichnis von LI

aufgezeigt, wie sich aus einzelnen Blocken verschiedene Lehrginge zusaamnenstel-
len lassen:

Inhaltsverzeichnis
4. Stetigkeit und Grenzwerte reeller Funktionen

4.1. Naherungsweises Losen von Gleichungen als Einfihrung in

den Begriff der Stetigkeit  «.vovee - e h e eee s |
1. Ein graphisches Verfahren zum naherungsweisen
Ldsen von Gleichungen ... .. e e R |

2. Cin numerisches Verfahren zum niherungsweisen
Loson von GIEIChUNGEN v v v v i et v i e as s onoeen s nsneeeecs 2
3. Stetigkeit als Voraussetzung fur das nidherungsweisec

Losen von Gleichungen P

4.2. Stetige und unstetige FUNKLIONEA « v vvvneve e omeesresc s 7
1. Der Gegrilf "Stetigiceit” in scince Alltagsbedeutung A |

2. Formale Prizisierung des Begriffes "Stetigkeit” S -

a. Eine ercte intuitive Beschireibung e cieven.. B

b. Prazisierung des Funktionsgrenzwertes R

3. Cinige typische Falle von Unstetigkeitsstellen D ¥4
Aufgaben e e Cee e S £

4. Steugkeit und Unstetigkeit bei Definitionsiucken A ¥
Zusamrmensetzung stetiger und unstetiger Funktionen +.... 20
Fufgaben .o e e e e e e 23

4.3. Grenzwertperechnungen bei Funktionen o ceeevvon e e 25
1. Grenzwertsatze = coveo e R T L) e 25

2. Berechnung des Funkticnsgrenzwertes bei Cefinitionslicken .... 25

3. Grenzwert einer Funktion bei XpomuUnd X=p = eeeeeeen 27
Aufrgaten o e e e s e e e e ee. 29

4.4, Foockolhick und Ausblick o v v v v e v e v e e e e 30
~ufgaben zur Wiederholung und Vertiefung. « v v v e v vv oo . 34

Cdirrmric~ha Famerkuncen zum Stetiakeitsbeqriffo oo e v 36
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Das Minimalprograsa einer Begriffsgenese - sozusagen der “CrundlLusukasten®™ jo-
des lehrpanges—~besteht aus 4.2.1. und 4.2.2.u. in Yerbindung ait 4.3.1. und
4.3.2. In zwol Unterrichtsstuaden kanan 'Stetigkeit’ wul anschaulich-intuiti-
ver Fbene wmotiviert, "begriffen”, formalislert und jenen Aulgaben zugefuhrt

werden, wle sle fir die Einfihrung In die Differentialrecnnung typisch sind.

Eine erste Erveiterung des Lehrganges bestehl etva durin, das WNinisalprograzs

um 4.1. 2u bereichern. Dle VYerknipfung von °‘Stetigkeit’ sit (nuscrischen

und/odcer graphischen) Verfahren zus aidherungsweisen loscn von Clelchungea be-
tont sliirker als das Minisalprogruss den Anwendungsbeeug. Dariuber hinaus wird
durch die Tabelle bela °‘Biniren Suchen' die "Exaktifizierung®™ des Begriffes
'Stetigkeit’ In Fora der "Folgendefinition”™ vorbercitet.(Ebeaso hitte z:a aus
der Tabelle anhand der “"Eingrencungsintervalle” [an.bul aul die “"Usgcbungs-

definition” schtlicfien kdnncnl

Als anspruchsvollerer lehrgang will das us 4.2.2.b. sovie 4.2.3. und 4.2.4.
(eventucll auch 4.3.3.) erwciterte Programa 1) bzew. 2) geltea. Hicr wird —cr
bislang auf die Anschauung gegrindete Begriff ‘Funktionsgronzeert' aul den
bercils bekannten Begriff des ‘Folgengrenzeertes® “zurickgefuhrt”™, uad so - ¢
"Folgendefinition® von ‘Stetigkeit’ hergeleitet (4.2.2.b.). In 4.2.3. und
4.2.4. vird dann versucht, achr oder weniger systcaatisch die dirkscekeit urd
die Wirkungsbreite cben dieser Definltion sowie die ia Zuge der Foraclisie-
rung erfolgte Begriffsverinderung abzugrenzen. Butei gevwinnt man einea Uter-
blick iiber typische Erscheinungsformen von “Uastetigkeit™, iUber die Aneeniing
des Begriffes 'Stetigkeit’ bei Definitionsiicken oder bei den Crenzean des Ce-

finitionsbereiches (Insbesonders bel -eQ und ¢t o0 ).

Zua Cesaatlchrgang gelangt san durch die nahclicgende Yerallgeaelinerunz der
"Fortsetzungs-ldce bel Definitlonslicken”. ‘Stetigkeit’ wird nun alch. sehr
"ud hoc® als Eigenschaft giper gane spezicllen, vorgegcbenen Funktion be-
trachtet, sondern als Eigenschalft, die cincr gancen Klas—~ voa Funklioacn zu-
komat. In 4.2.5. wird dicser Gcdanke aufgegriffen, ohne iha aber (forsal)
konsecquecnt verfolgen 2zu wollen. Das lehrziel bestand (fir Cie Autoren) clean
nicht darin, fur alle i@ Schulalltag gebeciuchlichea Funktionan striageate
Stetigkeitsnachweise zu fihren, sondern dic Effizienc¢steigerung aufeuceigea,
die das Denken in Funktioncanklassen mit sich bringt. Letetlich wird can fur
diesen anspruchsvollstea Lehrgang doch (je nach Schultyp) 2 - 3 Wochea beno-
tigen. Bezogen aufl dio zu veraittelnden fuchspe¢ifischen "Faktea™ aug dices ¢u
viel erscheinen, bezogen auf die an den “Fukten® zu schulcaden “ficheribar-

grelfenden  Fihigkeiten® pag es jedoch deca elncn oder anderca t.ehrer vertrot-

bar erschaefnen.
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«.c sich der Lehrer auch immer entscheiden map -der Schiler hat jedenfalls
Celogenheit, den “roten Faden™ nebst historischen Anmerkungen in "populdrvissen-
schaftlicher Form™ im Abschnitt "Ruckblick und Ausblick’' nachzulesen. Umgekehrti
kann porade dieser Punkt als Ausgangspunkt fiir eine eigenstandige, projekthafte

Bearbeitung des Themas durch den Schiiler bzw. durch Cruppen von Schiilern dienen.
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